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Summary. We introduce an abstract maximal regularity result concerning a 
certain initial-mixed boundary value problem. We apply this result to parabolic 
or degenerate parabolic problems in cylindrical domains with respect to space 
variables. 


Riassunto. Presentiamo un risultato astratto di regolarità massimale relativo ad 


un certo problema misto al contorno. Applichiamo tale risultato a problemi 
parabolici o parabolici degeneri in domini cilindrici rispetto alle variabili spaziali. 
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In questo seminario presenterò alcuni risultati (vedi [4]), ottenuti in col- 
laborazione con Alfredo Lorenzi dell’Università di Milano, relativi a una 
certa equazione astratta di tipo parabolico. Tali risultati sono applicabili a 
problemi al contorno misti di tipo parabolico in domini spaziali cilindrici, 
che presentano dunque delle frontiere non regolari, e anche a certi problemi 
di tipo parabolico degenere di carattere più generale. 

Il problema che consideriamo è il seguente: 


Diu(t,) = a(r)Diu(t,r) + A(2)u(t, 7) + f(t,2), 
(t,7) € [0,7] x [0, L), 
Diu(0,t) = 0, Diu(L,t)=0,t € [0, T], (Pi) 
u(0,x) = vo(x), x € [0, L], 


con j € {0,1}, sotto le condizioni seguenti: 

(H1)T € R*, Le R*, a € C°([0,L]) (a €]0,1[), a(2) > OVr € [0,L]; 

(H2) sono dati due spazi di Banach complessi X e Y, conY immerso con 
continuità in X, tali che A € C®([0, L]; L(Y, X)); inoltre, per ogni x € [0, L) 
A(x) è un operatore settoriale nello spazio X; 

Dire che A(x) è un operatore settoriale in X significa dire che per qualche 
e > 0 il risolvente p(A(x)) di A(x) contiene {z € C\ {0}: |Arg(2)| < +e} 
ed esiste M > 0 tale che in questa regione vale 


II — A) ile) £ Mz. 


Il nostro obiettivo è trovare condizioni necessarie e sufficienti affinché il 
problema (P;) possieda un'unica soluzione u nella classe C1+2:2+@([0, T] x - 
[0, L}; X) N C#:([0, 7] x [0, L};Y). Le classi C®*% e C1+$:2+2 sono ben 
note nell’ambito delle equazioni paraboliche (si veda, ad esempio, [6]). Se 
a €]0, 1[ e Z è uno spazio di Banach, poniamo 


C?**([0,T] x [0, L}; 2) := C$([0,T]; C({0, L}; 2)) n B([0,T}; C°(1; 2), 


ove B([0, T];...) indica la classe delle funzioni limitate di dominio [0,7]. 
Invece, 


C1+2+((0, T] x [0, L}; 2) := 
= {u e C'([0, T]; C([0, L}: Z)) n C((0, T}; C°([0, 2}; 2)) : 
Diu € C?:®([0,T] x [0, L}; Z), Dîu e C#:([0,T] x [0,1]; 2)}. 


Il risultato che vogliamo illustrare è il seguente 
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Teorema 1 Sotto le ipotesi (Hi) e (H2), le seguenti condizioni sono neces- 
sarie e sufficienti affinché il problema (P;) possieda una e una sola soluzione 
nella classe C!+3+2+2([0, T] x [0, L}; X)N CF:([0, T] x [0, L};Y): 

(1) fe C7'°([0, T] x (0, L}; X); 

(II) vo € C?+®([0, L]; X)N C®([0, L}; Y); 

(III) Diuo(0) = 0, Diuo(L) = 0; 

(IV) l’applicazione a(.)u5+A(.)uo+f(0,.) è limitata a valori nello spazio 
di interpolazione (X, Y)s.00; 

(V) sej =0, a(0)u&(0) + f(0,0) = a(L)ub(L)+ f(0,L) =0 e f(.,0) and 
f(.,L) (con dominio [0,T]) sono limitate a valori în (X,Y)s co- 


Ricordiamo che, se @ €]0, 1[, (X, Y)g,co si può definire come 


{x € X : esistono C > 0 e Vt e Rty € Y soddisfacenti 1) 
le — vellx < C#9, lyelly < Ct9-1}. 


Intuitivamente, dire che x € (X,Y)g,co significa affermare che è possibile 
approssimare opportunamente x con elementi di Y (|lx — villx < C#9), in 
modo tale che l’appossimante y; ”diverge in Y” con velocità controllata 
(Ilyelly < Ct9-1). (X,Y) è uno spazio di Banach contenente Y e contenuto 
in X (con immersioni continue) se si prende come norma l’estremo inferiore 
delle costanti C > 0 in (1). In molti casi concreti sono note delle caratteriz- 
zazioni esplicite di (X, Y)g,c0- 

Il programma che ci proponiamo ora di svolgere è il seguente: 

1) Dimostreremo la necessità delle condizioni (I)-(V) per ottenere la 
regolarità desiderata della soluzione; 

2) accenneremo brevemente alla dimostrazione della sufficienza delle con- 
dizioni (I)-(V). La dimostrazione completa di quest’ultimo punto, in partico- 
lare nel caso j = 0, è troppo lunga per essere presentata in questo seminario; 

3) presenteremo un’applicazione a problemi misti al contorno del teorema 
Li 

Verifichiamo ora che le condizioni (I)-(V) sono necessarie per ottenere 
una soluzione u e C1+:2+([0, 7] x [0, L]}; X)N CT:®([0, T] x [0, L};Y). 

Le condizioni (I)-(III) sono abbastanza ovvie. 

Verifichiamo che, nel caso j = 0, deve valere 


a(0)u0(0) + f(0,0) = a(L)ug(L) + f(0,L) =0. 
Infatti, da u(t,0) = u(t, L) = 0 Vt € [0,7] segue Diu(t,0) = Diu(t,L) = 0 
Vit e [0,T]. Dunque, per x = 0, 
a(0) D2u(0,0) + f(0,0) = Diu(0,0) — A(0)u(0,0) = 0. 
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Nello stesso modo si può verificare che deve valere 
a(L)D?2u(0, L)+ f(0,L)=0. 


Veniamo ora a (IV) e alla seconda condizione in (V). Queste sono con- 


seguenza del seguente lemma, generalizzazione di alcuni risultati dovuti a P. 
Grisvard (vedi [2]): 


Lemma 1 Siano X e Y spazi di Banach, con Y C X, m e NU {0}, 
a €]0, 1[, 8 €]0, 1[, T € R+. Allora: 

(I) seu € C®+°([0,7];X)N B([0,T];Y), per k € {1,...,m} u® e 
B([0, 7]; (X, Vlizteo x 


(II) se u € C®+°([0,T]};X)N CA([0,T];Y), per k € {1,...,m} u®) e 

B({[0,T];(X,Y),__s-s nl 
mta-* 

Mostriamo ora come dal lemma 1 segue la necessità della condizione 
(IV) nel teorema 1. 

Sia u € C!+2:2+2((0,T] x [0,L};:X) N C®®([0, 7] x [0,L]; X). Allora 
u € C1+$([0, 7]; C([0, L]};.X))n Cî ([0, 7]; C([0, L}; Y)). Del lemma 1 segue 
che Diu € B([0, T]; (C([0, L}; X), C([0, L}; Y)s 

Non è difficile far vedere che 


,00)- 


(C(10, L}; X), C((O, L}; Y))g,.co*= C((0, L}; X) N B((0, 1]; (X,Y)g.00). 


Da ciò segue immediatamente che Dyju € B([0, T] x [0, L]; (X, Y)s.00). D’al- 
tra parte, 
a(.)uo + A(.)uo + f(0,.) = Diu(0, .), 
da cui (IV). 
Verifichiamo, infine, che, nel caso j = 0, è necessario richiedere che 
f(.,0) € B([0, 7]; (X, Y)s.00). Infatti, abbiamo già osservato che in questo 
caso Diu(t,0) = 0 Vit € [0, T]. Segue che, per r = 0 


a(0)Dîu(t,0) + f(t,0)=0 
Vi € [0,7] oppure, equivalentemente, che 
7(t,0) = —a(0)D?u(t,0) Wi € [0, T]. 


Allora, per ottenere quanto affermato, basta far vedere che, se u € C1+$ ([0, 
T}; C([0, L}; X))NC8 ([0, T]; C([0, L};Y)), allora D2u € B([0,T] x [0, 1}; (x, 
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Y)2.00) Questo può essere verificato utilizzando ancora il lemma 1. Infatti, 
u € B([0, T]; C2+°([0, L]; X)) n B([0, 7]; C®([0, L}; Y)). Quindi per ogni t € 
[0, 7], u(t,.) e C2+°([0, L]; X) N C®([0, L}; Y). Dal lemma 1 segue che per 
ogni t € [0, T] D2u(t,.) e B([0, L]: (X, Y)z,c0). Da ciò segue la conclusione. 

Veniamo ora al punto 2). Ci limitiamo al caso in cui a e A sono funzioni 
costanti (a valori, rispettivamente, in R* e L(Y, X)) e uo = 0. In questo 
caso particolare, vogliamo risolvere il problema 


Dyu(t,x) = aD?u(t,r) + Au(t,c) + f(t, 2), 
(t,2) € [0,T] x [0, L], 0) 
Diu(0,t) = 0, Diu(L,t)=0,t € [0,7], 
u(0,x) = 0,2 € [0, L] 


sotto le condizioni 

(K1) f e C?:*([0,T] x [0,L}; x); 

(K2) l'applicazione f(0,.) è limitata a valori nello spazio di interpo- 
lazione (X,Y)g.c0; 

(K3) se j = 0, f(0,0) = f(0,L) = 0 e f(.,0) and f(.,L) (con dominio 
[0, 7]) sono limitate a valori in (X,Y)z co. 

Definiamo 


D(A) = C((0,L};Y), Ù 
(Au)(x) := Au(x), x € [0, L], ( 


D(B) := {u e C2([0, L]; X) : Diu(0) = Diu(L) = 0}, 4 
(Balla) = aD(£), rep, 


Il problema (2) può essere scritto nella forma 


Diu(t) = Au(t) + Bu(t) + f(t), 
te [0,7], (5) 
u(0) = 0, i 


con la solita convenzione di identificare funzioni della variabile (t,x) con 
corrispondenti funzioni della variabile t a valori in spazi funzionali nella 
variabile x. Per risultati ormai classici dovuti a Da Prato Grisvard (vedi 
[1]), con alcune osservazioni più recenti dovute a R. Labbas (vedi [5]), si 
può dire che esiste un operatore settoriale P estensione della somma A+ B. 
Se indichiamo con {etP :t > 0} il semigruppo analitico generato da P nella 
spazio C([0, L]; X), il problema (5) ammette la soluzione ” mild” 
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u(t) := fa elt-3)P f(s)ds. (6) 


Usando il lemma 1, si può provare che vale l’identità 


C1+$:2+2([0, T]x [0, L}; X) 7 
= C'+É (0, T]; C(10,1};X)) N B(D, TC", 1; 0). 0 


La formula (7) permette di considerare separatamente le regolarità di u nella 
variabile t e nella variabile x. Sotto quali condizioni si può dire che u € 
C1+8 ([0, 7]; C([0, L}; X))? Vale il seguente teorema, dovuto a E. Sinestrari 
(vedi [7]): 


Teorema 2 Siano P un operatore settoriale nello spazio di Banach Z, 8 € 
10, 1[, f € C([0,7]; Z). Allora le seguenti condizioni sono necessarie e suf- 
ficienti affinché la funzione u definita in (6) appartenga a C!+5([0,7]; Z)n 
C#((0,T]; D(P)): 

(1) f e C#([0,T]; Z); 

(II) f(0) € (X, D(P))g,co. 


Le condizioni (I) e (II) del teorema diventano nel nostro caso: 

(a) f € C*((0,T]; C([0, L};:X)); 

(6) $(0,.) € (C(0,L];X), D(P))s wo 
In base a un teorema dovuto a R. Labbas (vedi [5]), (C([0, L]}; X), D(P))z.c0 
coincide con (C([0, L};X), D(A))g 0 n (C(f, L};X), D(B))2 co. Abbiamo 
già osservato che 


(C(1O; L]; X), D(A))8,00 = C([0,L:;X)NB(0,L};(X,Y)e.c0), (8) 


mentre 
{9g e C°([0, L};X) : 9(0) = g(L) = 0} 
(C(,L};X), D(B))s = Saliza (0) 
sej=]1. 


Applicando il teorema 2, possiamo allora effettivamente concludere che, 
sotto le condizioni (K1)-(K3), la soluzione ”mild” appartiene a C1+3 ([0, 7]; 
C(f0, L;; X))N C3([0, 7]; C([0, L};Y)). 

Per quanto riguarda la dimostrazione del fatto che u € B([0, Tk***(fù, 
L]; X))NB([0, T]; C([0, L]; Y)), qui ci limitiamo a osservare che il caso j = 1 
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è più semplice. Ciò è dovuto al fatto che in questo caso, in base a (9), lo 
spazio di interpolazione (C([0, L]; X), D(B))a co coincide con l’intero spazio 
C“([0, L]; X). Questo non vale nel caso j = 0 e qui è necessaria l’ipotesi che 
f(.,0) e f(., L) siano limitate a valori in (X,Y)s co. 

Presentiamo infine un’applicazione del teorema 1. 

Siano 9 un aperto limitato in R”, con frontiera di classe C?” (m € N), 
Le Rt, per € (0, L]eye9, 


A(x,4,Dy) = > ay(r,y)D}. (10) 


|yl<2m 


Vogliamo studiare, dati T € R* e j € {0,1}, il seguente problema misto: 


Diu(t,x,y) = a(x)D2u(t, 7,4) + A(c,y,Dy)u(t, 2,4) + f(t,c5u), 
(t,r,y) € [0,T7]x [0,L)xQ, 
Diu(t,0,y) = Diu(t,L,y)=0, 
(t,y) € (0,T]xQ, 
D3u(t, 7,9) = 0, 
ly <m- Lt e [0,7], a € [0, L), y € 09, 
u(0,7,y) = vo(2,4), 

€ (0, L]),y€EQ 


(11) 


sotto le ipotesi seguenti: 

(a) i coefficienti a, dell’operatore A(x,y, Dy) sono di classe C®([0, L}; C 
(9)), per un certo a €]0,1[; 

(6) A(x,y,Dy) è , per ogni x € [0, L], fortemente ellittico in Q,; ciò si- 
gnifica che esiste v > 0 tale che Va € [0, L]),y € N, € € R", 


—Re( YO a,(2,4))(i6)? > vie”; 


|y|=2m 


(c) a € C*([0, L]), a(x) > 0, Ve € [0, LI. 

Sia p €]1,+00[. Vogliamo dare condizioni necessarie e sufficienti per 
l’esistenza e l'unicità di una soluzione u € C1+3:?+2([0, T] x [0, L]; L?(2))N 
C:*([0, T] x [0, L]; W?">P(0)). 

Osserviamo che, se m = 1, il problema (11) è parabolico, con le vari- 
abili spaziali (x,y) nel cilindro [0, L] x N. Se invece, m # 1, il problema 
è parabolico degenere. 

Cerchiamo adesso di applicare il teorema 1. 

Poniamo ì 
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Yi= W?2P(A)NWTP(A). (13) 
Si osservi che la condizione v € W7°P (9) implica che tutte le derivate di 
ordine non superiore a m — 1 di v ammettono traccia su 00 e tale traccia 
è nulla. Inoltre, dato @ €]0, 1[, si conoscono delle caratterizzazioni precise 
degli spazi di interpolazione (X, Y)6,00 (vedi, ad esempio, [3]). Nel caso 
2m0 — a & {0,..,m- 1}, si ha 


(X, Y)6,00 ra B2r? (9) = 
{9g € B(9) : D'gjaa = 0 Wy € Nf con |y| < min{m — 1,2m0 — 1}}. 
(14) 
Poniamo adesso, per x € [0, L], 


A(r)u:= A(7,., Dy)u. i (15) 


É ben noto (vedi [8]) che esiste A € R tale che per ogni x € [0, L] l'operatore 
A(x) + A è settoriale in X. Si può allora verificare facilmente (prendendo 
come nuova funzione incognita e'*u al posto di u) che le conclusioni del 
teorema lsono ancora valide. Ricaviamo allora il seguente 


Î A(r):Y+ X, 


Teorema 3 Consideriamo il problema (11) sotto le ipotesi (a)-(c). Siano 
p €]1, +00[, a €]0,1[ tali che ma — i € {0,...,m- 1}, j € {0,1}. Allora le 
seguenti condizioni sono necessarie e sufficienti affinché tale problema am- 
metta un'unica soluzione u in C!+2:2+=([0, T]x[0, L]; L?(9))NC:*([0, 7] x 
(0, L}; W2">P(0)): 

(1) f € C7:%([0, T] x (0, L}; IP(0); 

(II) vo € C?+°([0, L}; LP(A)) N C([0, Lj; W?PP(0)); 

(III) DJuo(x,y) =0 Vy € N} conjy] <m-1, Vr € (0, L]}; 

(IV) Di uo(0, Y) = Di uo(L, y) =0vVye; 

(V) x + a(x)D2uo(x, .)+A(2,., Dy)uo(x, -)+f(0, 7,.) e B([0, L]; DD 
(0); | 
(VI) nel caso j=0VyeQ 


a(0)Dzuo(0, 4) + F(0,0,4) = a(L)D2uo(L,y) + f(0,L,y) 
e le applicazioni t + f(t,0,.) et — f(t,L,.) sono limitate su [0,7] a valori 


in nico. D(0). 
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Concludiamo segnalando che nel lavoro [4] abbiamo ottenuto la seguente 
generalizzazione del teorema 1: 


Teorema 4 Consideriamo il problema 


Diu(t,2) = (-1)9a(x)Dî"u(t,2) + A(c)u(t,2) + f(t,2), 
(t,) e [0,7] x [0, L], 
Dîu(t,0) = ... = Dîmu(t,0) = DE: u(t,L) =... = Dimu(t,L)=0, 
te [0,7], (P) 
u(0,x) = uo(x), x € [0, L], 


sotto le condizioni seguenti: 
‘ (H1) T e L sono elementi di R*, a €]0, 1[,m e N, a € C°([0,L], 
a(xr) > 0 Vr e [0 L); 

(H2) X e Y sono spazi di Banach complessi, con Y immerso con con- 
tinuità in X. Per ogni x € [0,L] A(x) € L(Y, X), x — A(x) appartiene a 
0%([0,L}; £(Y,%)); 

(H3)Yx € [0, L] A(x) è un operatore settoriale in X; 

(H4) 0 < 1 < «+ <jm<2m-1,0<k1<..<km$2m_-1. 

Introduciamo le seguenti notazioni: 


_J1 se i1=0, 
n= 0 se ji21 (16) 
‘1 se ki=0, 
sai 0 se ki21 (17) 
Allora le seguenti condizioni sono necessarie e sufficienti affinché il pro- 
blema (P) possieda un'unica soluzione u appartenente a CHimmta([0, T]x 


[0, L};X) N C#m:®([0,T] x O, L}; Y): 

(1) f € C&R*([0,T] x [0, 1}; X)); 

(II) uo € C*"+([0, L}; X)NCE([0, L}; Y); 

(III) VI € {1,...,m} Dî'uo(0) = Diuo(L) = 0; 

(IV) l'applicazione © + (- 1)" a(2ut" (2) + A(e)uo(2) + f(0,2) 
è limitata a valori in (X,Y)_e_; 


(V) no 
$o((= 1)" a(0) ul" (0)+f(0,0)) = 6((-1)"a(L)ut”(2)+f(0, 2) = 0; 


(VI) 80f(.,0) e 61f(.,L) (co, dominio [0,7]) sono limitate a valori în 
(X.Y) 


[e3 _ . 
2m,00 
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